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CHAPITRE 7
FONCTION DERIVEE 1% S

1. Nombre dérivé et tangente

A - Nombre dérivé

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soient 2 réels X, et h + 0 tels que
xy €letx, +hel

Le taux de variation (ou taux d’accroissement) de la fonction f entre Xy etx, + hestle
nombre :

T= f (X0+h})1_f (XO)

Définition

f(X0+h)—f(X0)
h

Une fonction f est dérivable en X, si et seulement si le nombre

pour limite un certain réel I lorsque h tend vers 0.

[ est appelée nombre dérivé de f en Xp. on le note f'(xo).

On écrit f'(x,)=lim f(xo+h)—f (x,)

h>0 h
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Remarques

est le taux d’accroissement de f entre Xy etxy + h

+ Le quotient

f(X0+h)—f<X0)
h

a pour limite un certain réel l lorsque h tend vers 0 >

« < lenombre

f(xo"'h)_f(xo)
h

f(xo"'h)_f(xo)
h
Une définition plus rigoureuse de la notion de limite sera vue en Terminale
+ On peut également définir le nombre dérivé de la facon suivante:

f'(X()):]jIn f(x)_f<xo>

xdx, X—X,

signifie que se rapproche de [ lorsque h se rapproche de 0.

(cela correspond au changement de variable X = X, + h)

Exemple
Calculons le nombre dérivé de la fonction f: x +» X% pourx=1.
Ce nombre se note f'(1) et vaut :

f'(l):]jmf(1+h)_f(1) B lirn1+2h+h2—1 _ lm2+h _,

h-0 h>0 h h->0
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B - Tangente a la courbe et interprétation graphique

Soit Cf la courbe représentative de la fonction f dérivable en X

Lorsque h tend vers 0, B “se rapproche” de A et la droite (AB) se rapproche de la
tangente T.

Le nombre dérivée f'(xo) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe Cf au

point d'abscisse X,

Remargue : Interprétation graphique du nombre dérivé

s h x+h

Propriété
Soit f une fonction dérivable en X, de courbe représentative Cf, I'équation de la

tangente a Cf au point d’abscisse X, est:

Y =1'(xp) x=xp) + f(x)

Démonstration
D’apreés la propriété précédente, la tangente & Cf au point d’abscisse X, est une droite de

coefficient directeur f '(XO). Son éqguation est donc de la forme :
y=f'lx))x+b

On sait que la tangente passe par le point A de coordonnées (xO;f(xo)) donc:
f(xO) = f'(xo) Xgtb
b ==f(xy) xy + f(xy)

L’équation de la tangente est donc:
Y =1(xg) x = f(xp) yo + f(x0)

Soit: y =f(x0) (x — x0) + f(x0)
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2. Fonction dérivée

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est dérivable sur I si et
seulement si pour tout X € I, le nombre dérivé f'(x) existe.

La fonction qui a x € I associe le nombre dérivé de f en x sappelle la fonction dérivée
etse notef'.

Propriétés : Dérivée des fonctions usuelles

Fonction Dérivée Ensemble de dérivabilité
« kkeR) 0 R
. X 1 R
- X"(neN) nx"1 R
R R — R - {0}
X X
— 1
. — 0;+0c0
\/X 2\/X ] [

Propriétés : Formules de base
Si u et vsont 2 fonctions dérivables sur un intervalle I. Sur cet intervalle :

Fonction Dérivée
« u+tv u' +v'
- kukeR) ku'
1 —u'
. — (avecu(x) #0surl) p
u u
< uv u’v+uv’
u u'v — uv'
. — (avecv(x) # O surl) —
\% \%
— u'
. Ju (avecu = 0surl) —= u>0
2\/u
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Exemple

X
On cherche & calculer la dérivée de la fonction f définie sur R par:  f(x)= Sl
Onpose @ ux)=xet V(X =x>+1
On a alors u'(x)=1 et v'(x)=2x
La dérivée du quotient est donc :
fr(x)—U'(X)V(X)*’U(X)V'(X) COIX(x241)=xX2x  x241-2x"  1-x2
v(x) (x2+1)° (x2+1) (x2+1)°
Remarques
+ sile dénominateur d’'une fraction est constant, il faut séparer le dénominateur de la
fonction
241 1
Par exemple pour dériver  f (x)=2 =~ on écrira f(x)zg(x2+1)
1 I r
donc f'(x):g><2x (formule (ku)'=ku’)

H 7 3 . oy . f —l,l'

+ sile numérateur d'une fraction est constant, on utilisera la formule :  |=|'=—;
u u
Par exemple, si  f(x)= 2 on &crira f(x)=5x 1
' x2+1 x2+1
2Xx 10 x
donc f'(x)=5X%X =
M=oty Gy
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3. Fonction dérivée et sens de variations

Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
- fest croissante sur I si et seulement si f'(x) = 0 pour tout x € I

- fest décroissante sur I si et seulement si f'(x) < 0 pour toutx € I

Remarque

Si f'(x) > 0 (resp. fi(x) < 0) sur I, alors f est strictement croissante (respectivement
décroissante) sur I.

Mais la réciproque est fausse.

Une fonction peut étre strictement croissante sur I alors que sa dérivée sannule sur I.
Cest le cas par exemple de la fonction x = x3 qui est strictement croissante sur IR alors

que sa dérivée X » 3x2 sannule pour x =0

Exemple

Reprenons la fonction de 'exemple précédent.

Flx)=—2 ot frlx)=—

T x2+1 (x2+1)2

Le dénominateur de f(X) est toujours strictement positif.

Le numérateur de f(X) peut se factoriser : (1-x)° = (1-x)(1+x)

Une facile étude de signe montre que f" est strictement négative sur ]—co;—1[ et ] 1;+co[ et

est strictement positive sur |—1;1].

1 1
Par ailleurs, f(-=1)= —= etf(l)= =
2 2
On en déduit le tableau de variations de f (que 'on regroupe habituellement avec le

tableau de signe de f') :

[z - 1] + 0 -

f(x) \ /’ﬂ : \
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L’ESSENTIEL
FONCTION DERIVEE

1. Nombre dérivé et tangente

A - Nombre dérivé

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soient 2 réels X, et h + 0 tels que

X eIetxo +hel

Le taux de variation (ou taux d’accroissement) de la fonction f entre Xp etx, + h est le nombre :

:f(xo+h)_f(xo)
h

Définition

Une fonction f est dérivable en X, si et seulement si le nombre a pour limite un

f(xo+h)_f(xo)
h

certain réel I lorsque h tend vers 0.

[ est appelée nombre dérivé de f en X, on le note f'(xo).

On écrit : f'(x,)=lim f(xg+h)—f (x,)

h=0 h

B - Tangente a la courbe et interprétation graphique

Soit Cf la courbe représentative de la fonction f dérivable en x,,.

Lorsque h tend vers 0, B “se rapproche” de A et la droite (AB) se rapproche de la tangente T.

Le nombre dérivée f'(x,) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe Cf au point dabscisse x,,.

Propriété
Soit f une fonction dérivable en X, de courbe représentative Cf, réquation de la tangente a Cf au

point d’abscisse X est

y =1f'(xp) x=xp) + f(x)




2. Fonction dérivée

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est dérivable sur I si et seulement si

pour tout X € I, le nombre dérivé f(x) existe.
La fonction qui a X € I associe le nombre dérivé de f en X sappelle |a fonction dérivée et se note f".

Propriétés : Formules de base
Si u et vsont 2 fonctions dérivables sur un intervalle I. Sur cet intervalle :

Fonction Dérivée
e« u+tv u +v'
- kukeR) ku'
1 —u'
. — (avecu(x) =0 surl) 3
u u
. uv u’v+uv’
u u'v — uv'
. — (avecv(x)#0surl) —
% %
_ u'
. Ju (avecu = 0surl) = u>0
2x/u

3. Fonction dérivée et sens de variations

Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
- fest croissante sur I si et seulement si f'(x) = 0 pour toutx € I

- fest décroissante sur I si et seulement si f(x) < 0 pour toutx € [

Remarque

Sifi(x) >0 (resp. f'(x) <0) sur I, alors f est strictement croissante (respectivement décroissante) sur I.
Mais la réciproque est fausse.

Une fonction peut étre strictement croissante sur I alors que sa dérivée s'annule sur I. Cest le cas par
exemple de la fonction x » X3 qui est strictement croissante sur IR alors que sa dérivée x = 3x2

sannule pourx =0



EXERCICES DE SOUTIEN
FONCTION DERIVEE

Thémes Exercices
Mathenpoche 2 - Sesamath lére S, p 67+
. ACTIVITES MENTALES Exp67 1-3-4-5
. NOMBRE DERIVE ET TANGENTE Exp68 10-12-14 -(18)
+20 +22
. DERIVEES ET OPERATIONS Exp70 31 -40-42—45- (46)
+47 +50
. QCM D'AUTO-EVALUATION P76 et77
Thémes Exercices
Mathenpoche 2 - Sesamath 1ére S, p 88+
. ACTIVITES MENTALES Exp8 1-4-(5)
. VARIATIONS DE FONCTIONS Exp88 13 -20 —(22)-25

+10 +11 +12 +23 +26

. POSITIONS RELATIVES Exp9l 30-(32)
+31 +33

. EXTREMA ET DERIVEE Exp92 35-37-40
+36 +38 +41

. QCM D’AUTO-EVALUATION P 99, 100, 101




CALCUL DE DERIVEES

Calculez la dérivée de chacune des fonctions
suivantes :

a) f(x)=4x*+x2+6x+5

b) g(x) = 5x% — 3x

0 h(x)=(x-2)(x+1)

d) i(x) = (3x +4) (3x -4)

e) j() =3 (2x- 1) (x -4)

f) k(x)=(2x+ 1)?

FJ Calculez la dérivée de chacune des fonctions
suivantes :

a) (x)=X*2 d) O(x)z(_+62)
X X
b _ X+2 _2x-1
: m(x)_(x—4) ® p(x)_szx—1
o w0 i

EJ Calculez la dérivée des fonctions suivantes :
a)  f(x)=3x>+2x"+x+1

b) gl(x)=—Zx

c) h(x)=(4x-1)(2x+3)

2x—1
d jlx)=
) jlx) -

/1 Calculez la dérivée des fonctions suivantes :

a) m(x)=3x"+x"-2x+3

by n(x)=sx+i

2 3
0 ofx)=(x-2)2
d) p(x):—%+3

[ Parmi les fonctions trindmes suivantes, indiquer
celles qui vérifient la condition f’(1) = 1.

a) fx)=x2 - x -1

b) f(x) =-x+x+1
c) f(x)=x2-2x-1
df(x) =-x+2x+1
e) f(x) =2x2 - 3x +1
f) f(x)=-2x2+ 3x -1

07.6 Fonction dérivée (1S) ***

] On considére la courbe suivante qui représente une
certaine fonction f dans un repére orthonormé.

(Rem : il conviendrait d’ajouter des graduations. La
courbe passe par 1’origine, par le point de coordonnées
(2;0) et admet un minimum en le point d’abscisse 1
. En ce point I’ordonnée sera - 0,5 . Par ailleurs, en
I’origine, la tangente a la courbe est la droite d’équation
y = -X.On pourra dessiner cette tangente.]

Indiquer quelles sont, parmi les égalités suivantes,
celles qui sont correctes :

a) f(0)=-1
b) (0)=0
c) f(0)=1
d) f(1)=-05
e) f(1)=0
fl f@Q)=1
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TANGENTES

Intersections de tangentes
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O;1,]).

P est la parabole d’équation y = x*

Dm est la droite d’équation 8mx — 4y + 1 =0

oume€ R

a) Montrer que pour tout m € R, P et Dm se coupent
en deux points distincts Am et Bm.

b) Calculer les coordonnées du point d’intersection Im
des tangentes a la courbe P aux points Am et Bm.

¢) Quel est I’ensemble des points Im lorsque m décrit
R ?

[} Tangentes communes
Soient Cf la courbe représentant la fonction définie par

f(x) =x>—4x + 3

et Cg la courbe représentant la fonction définie par
gx) = —x*+2x -3

Démontrer que Cf et Cg ont deux tangentes
communes.

07.6 Fonction dérivée (1S) ***

FoncTions

[E] Soit la fonction f définie sur [1,2 ; 9] par :

2
fx)=-%
a) Déterminez la dérivée f' de la fonction f.
b) Donnez le tableau de variation de la fonction f.
¢) Tracez dans un repére orthonormal (unité graphique
1 cm) la courbe C représentative de la fonction f.
d) Tracez dans le méme repeére la droite D d'équation y
=-2x +7.
e) Calculez les coordonnées des points d'intersection
de D etde C.
Placez ces points sur le graphique.

Famille de fonctions
On considére les fonctions fn définies sur IR\{1} par :

_1-nx

falx)=

ol n est un entier relatif quelconque.

x—1

On note (C,) la courbe représentative de fn dans un

repére orthonormal (O;1,J).

a) Montrer que pour tout entier n, la courbe (Cn) passe
par le point A(0;-1).

b) Caractériser la courbe (C;) représentant la fonction f
1-

c) Déterminer, suivant les valeurs de n, le sens de
variation de la fonction f,.

d) Tracer les courbes (Cy), (C;) et (C>) dans le méme
repére.

e) On note (T,) la tangente a la courbe (C,) au point

A. Donner les équations des droites (To) et (T>) et
tracer ces droites sur la figure précédente.
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PROBLEMES

FER Fonctions — Contour d’une piscine

Pour les besoins d’un centre de loisirs, un architecte
élabore les plans d’une future piscine carrelée.

Le graphique ci-dessous présente le contour de cette
piscine dans un repére orthonormé (O,l,J) d’unité 1
metre.

C1 est un demi-cercle de centre O et de rayon 8 ;

C2 est un demi-cercle de centre P(12;0) et de rayon 6.
Les courbes F1 et F2 relient ces deux demi-cercles.

Le contour de la piscine est symétrique par rapport a
I’axe des abscisses. On suppose, par ailleurs, que les
tangentes a la courbe F1 aux points M(0;8) et N(12;6)
sont paralléles a I’axe des abscisses.

Partie 1

f) La courbe F1 est la représentation graphique d’une
fonction f définie sur [0;12].
Quelles sont les valeurs de f(0), f(12), f'(0), f'(12) ?

g) f est définie sur [0;12] par f(x)=ax3+bx2+cx+d.
Déduire de la question précédente un systéme de
quatre équations a quatre inconnues vérifié par
(a;b;c;d).

h) En déduire les valeurs de a,b,c et d.

Partie 2

Dans la suite du probléme on suppose que f est définie

sur [0;12] par f(x)=4321x3-241x2+8.

a) Montrer que le milieu I de [MN] appartient a la
courbe F1

b) Donner une équation de la tangente (T) a la courbe
F1 au point I.

Partie 3

07.6 Fonction dérivée (1S) ***

a) Dans le but de carreler le fond de la piscine,
P’architecte cherche a estimer 1’aire A de la surface
située a I’intérieur de ce contour.

On admet que I’aire de la surface délimitée par la
courbe F1 et les segments [OM],[OP],[PN] est égale
a I’aire du trapeze OMNP.

Calculer I’aire A en m3 (on arrondira au m3 pres).

b) La profondeur de la piscine sera constante et égale a
1,5m.

Quel sera, en m3, le volume d’eau de la piscine ?
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